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Problema 1

Fie n ≥ 2 un număr natural şi Sn mulţimea permutărilor pe {1, 2, . . . , n}. Pentru

σ ∈ Sn definim l(σ) = min
1≤i≤n−1

|σ(i+ 1)− σ(i)|. Să se determine max
σ∈Sn

l(σ).

Soluţie. Deoarece
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Observaţie. Dacă luăm ı̂n considerare şi |σ(n)− σ(1)|, valoarea căutată este

[
n− 1

2

]
.

Problema 2

Fie ABCD un patrulater inscriptibil, E mijlocul diagonaleiBD şi C1, C2, C3, C4 cercurile

circumscrise triunghiurilor AEB, BEC, CED, respectiv DEA. Să se arate că, dacă C4
este tangent la dreapta CD, atunci C1, C2, C3 sunt respectiv tangente la dreptele BC, AB,

AD.

Soluţie. Din ipoteză rezultă ∠DAE ≡ ∠CDE ≡ ∠CAB, de unde ∠BAE ≡ ∠CAD ≡
∠CBD, deci C1 este tangent la BC.
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În plus, 4DAE ∼ 4CAB, deci
AD

AC
=
DE

BC
=
BE

BC
, de unde

AD

BE
=

AC

BC
. Aceasta,

ı̂mpreună cu ∠CAD ≡ ∠EBC, arată că 4DAC ∼ 4EBC, deci ∠ECB ≡ ∠DCA ≡
∠DBA, adică AB este tangentă la C2.

În sfârşit, din C2 tangent la BC rezultă, ca la ı̂nceputul soluţiei, C3 tangent la AD.



Problema 3

Pentru fiecare n ∈ N∗ definim f(n) ca fiind exponentul factorului prim 2 ı̂n descom-

punerea ı̂n factori primi a lui n!. Să se arate că, pentru orice a ∈ N∗, ecuaţia n−f(n) = a

are o infinitate de soluţii.

Soluţie. Se ştie că f(n) =
∑
i≥1

[ n
2i

]
(Legendre). Pentru n = 2a− 1, avem n− f(n) = a.

Apoi, dacă n− f(n) = a şi 2k ≤ n < 2k+1, rezultă imediat şi că (n+ 2k)− f(n+ 2k) = a,

ceea ce permite construcţia unei familii infinite de soluţii.

Problema 4

Fie a şi n doi ı̂ntregi pozitivi, cu a ≥ (n − 1)!. Să se arate că există numerele prime

distincte p1, p2, . . . , pn astfel ı̂ncât pi | a+ i,∀i = 1, 2, . . . , n.

Soluţie. Dacă a+ i are cel mult n− 1 factori primi distincţi, atunci are descompunerea

ı̂n factori primi pe11 · · · pes
s , cu 1 ≤ s < n. Fie qj = p

ej

j . Deoarece numerele q1, . . . , qs
sunt distincte şi q1 · · · qs > (n− 1)!, rezultă că măcar unul dintre ele, qr, este cel puţin n.

Asociem lui a+ i acest pr.

Arătăm că numerele prime obţinute ı̂n acest mod sunt distincte. Într-adevăr, dacă

numerele asociate astfel lui a+i şi a+i′ ar fi egale, atunci min{qr, q′r} ar divide |i−i′| < n,

ı̂n contradicţie cu qr ≥ n, q′r ≥ n.

Pentru numerele a+ ` care au cel puţin n factori primi distincţi, putem alege un factor

distinct de factorii deja aleşi.


