MINISTERUL EDUCATIEI, CERCETARII SIINOVARII
INSPECTORATUL SCOLAR AL JUDETULUI CALARASI

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA — 24 IANUARIE 2009

Clasa a V-a

l. Se considera sirul de numere naturale: 0, 25, 50, 75, 100, 125, 150, 175, ... si un al doilea sir,
care are ca termeni numerele obtinute efectudnd suma cifrelor la fiecare din termenii primului sir:
0,7,5,12,1,8,6,13, ...

a) Sa se scrie urmatorii cinci termeni ai primului sir $i urmatorii cinci termeni ai celui de-al

doilea sir.

b) Sa se determine al 2009-lea termen din primul sir.

c) Demonstrati ca orice numar natural este termen al celui de-al doilea sir.

Relu Ciupea, Oltenita

Il. a)Calculati A=41114+41134+41;
b) Cu ce numar putem inmulti numarul A pentru a obtine un patrat perfect? Justificati
raspunsul dat.

c) Scrieti toate numerele naturale de forma abc care sunt divizibile cu 10, numarul a este
patrat perfectsia =b + c.
Eugen Predoiu, Calarasi

lll. La 15 septembrie, un elev de clasa a V-a incepe sa numere, din unu in unu, pana la un miliard.
Sa presupunem ca in fiecare secundad spune un numar. Reuseste sa termine de numarat pana la
sfarsitul clasei a V-a? Justificati raspunsul dat.

G.M. 5-6 /2008

IV. Intr-un grup afli un numér impar de copii care au vérsta de 11 ani sau de 12 ani. Daci suma
varstelor copiilor din grup este de 200 ani, aflati cati copii au varsta de 11 ani. Justificati raspunsul
dat.

Sorin Furtuna, Calarasi si Stelica Pana, Chirnogi



MINISTERUL EDUCATIEI, CERCETARII SI INQV/:XRII
INSPECTORATUL SCOLAR AL JUDETULUI CALARASI

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA — 24 IANUARIE 2009

Clasa a VI-a

. a) Sa se determine numerele naturale prime a, b, c stiindcia+b—c=6sib+c=78.
Eugenia Vlad, Calarasi

b) Aratati cd un numar de sase cifre de forma abaaba este divizibil cu 1001.
G.M. 9/2008

Il. a) Stabiliti cate numere naturale cuprinse intre 1000 si 2009, impartite la 9 dau restul 8 si impartite la 8
dau restul 7.
Gheorghe Fianu, Stefan cel Mare

b) Fie numerele x, y, z LN astfel incat 17x + 14y = 3z. Aratati ca numarul
N =(x+ y)(y + z)(z + x) se divide cu 102.
Luminita Bucuresteanu, Calarasi

lll. a) Care este masura unghiului format de minutarul si orarul unui ceas, atunci cand acesta indica ora 4
fix?

b) Care este masura unghiului format de minutarul si orarul unui ceas atunci cand acesta indica ora 4
si 12 minute fix?

Sorin Furtuna, Calarasi

IV. a) Gasiti cel mai mic numadr natural patrat perfect divizibil cu 2009.
b) Scrieti numarul 2009 ca o suma de doud patrate perfecte.
c) Aflati numerele prime a, b [1 N* astfel incat a’(a® —b%) = 2009.

Adriana Olaru si Stefan Florin Marcu, Calarasi



MINISTERUL EDUCATIEI, CERCETARII SI INQV[Z&RII
INSPECTORATUL SCOLAR AL JUDETULUI CALARASI

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA — 24 IANUARIE 2009

Clasa a VII-a

I. Se da un triunghi dreptunghic ABC cu m([JA) = 90° si m([JC) = 30°. Bisectoarea unghiului B
intersecteaza latura [AC] in punctul D. Fie M mijlocul laturii [BC] si E simetricul punctului D fata de
punctul M. Arétati ca:
a) BDCE este romb ;
b) AC=3AD;
c) AM [JCE.
Adriana Olaru, Calarasi

Il. a) Rezolvati in R ecuatia 2 [x] +4 = 3x ([x] reprezintd partea intreaga a numarului real x).
b) Sa se determine numarul prim abc stiind ca [\/@] =10 si ca suma cifrelor numarului abc este 10.

Georgeta Cioboata, Calarasi

¢) Fie ADCD un patrulater convex in care AB =a, BC =5, CD = ¢, DA = d si in care relatiile
a+b-c<d,b+c-d<a,c+d-a<bh,d+a-b<c sunt adevarate simultan. Determinati natura patrulaterului

ABCD.
G.M. 10/2008

X\/E'*'y

N2 +z

ll. a) Fie x, y, zON astfel incat [0 Z . Aratati ca y este media geometrica a numerelor x §i z.

Aurelia Cataros si Adriana Constantin, Calarasi

.. .2
b) Rezolvati in ZXZ ecuatia —+ > - -1
x 3y
Florica si Lucian Ionita, Calarasi

IV. Fie ABCD un paralelogram in care mdsura unghiului A este mai mica de 90° si bisectoarea unghiului A
intersecteaza latura (CD) 1n E.
a) Sa se determine relatia dintre a = AD si b = AB astfel incét aria patrulaterului ABCE sa fie de trei ori
mai mare decat aria triunghiului ADE.
b) Perpendiculara in A pe AB si perpendiculara in C pe BC se intersecteaza in M. Sa se arate ca MD [
AC.
¢) Notand cu N mijlocul segmentului (AD), aratati ca daca BF [1 CN, cu FUCN, atunci triunghiul ABF
este isoscel.

Aurelia Cataros si Adriana Constantin, Célarasi



MINISTERUL EDUCATIEI, CERCETARII SI INQV/:XRII
INSPECTORATUL SCOLAR AL JUDETULUI CALARASI

OLIMPIADA NATIONALA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA — 24 IANUARIE 2009

Clasa a VIII-a

1 1

1 1
+ + Fot
VI+3 3+ds Js+7 72007 ++/2009

consecutive a si b astfel incat S [J (a; b).

I. a) Fie numarul S = . Determinati numerele naturale

31 a3 _ 3_
21 ol Q0051
241 3 +1 2009° +1

b) Sa se calculeze produsul:

Adriana Olaru, Célarasi

Il. Fie paralelipipedul dreptunghic [ABCDABCD], AB=a, BC=b, AA =c si x distanta de la punctul A
la planul (BDA) .

abc

272,722, 22
a‘b”+bc” +ca

b

a) Aratati ca ¥~ \/

2
b) Aratati ca daca i:[l+l+l] , atunci paralelipipedul este cub.
x2 \la b ¢

Gheorghe Fianu, Stefan cel Mare

. a) Dacd a,b0(0,),a <bsi x,y0[a,b], aritati ca 2sf+lsZ+b
y X a

Gheorghe Fianu, Stefan cel Mare

b) Dacd ABC si A;B;C; sunt triunghiuri dreptunghice (A si A; unghiuri drepte), aratati ca
BCB,C, =2 AB[A,B; + ACIA,C; .

Cristina Bornea, Calarasi

IV. Fie triunghiul echilateral ABC si S un punct exterior planului (ABC) astfel incat
[SA] =[SB] =[SC]. Daca M este mijlocul segmentului [BC] si masura unghiului format de dreptele AC si
SM este de 60°, demonstrati ca SA L1 SM.

G.M. 11/2008



SOLUTII
Clasaa V-a

I. a) Se observa ca primul sir este sirul multiplilor lui 25. Urmatorii cinci termeni vor fi :
200, 225, 250, 275, 300.
Urmatorii cinci termeni pentru al doilea sir vor fi: 2, 9, 7, 14, 3.

b) Vom scrie in primul sir mai multi termeni decét cei gésiti pana acum:
0, 85, 50, 75, IOJO, 12?, 150, 175, 209, %25, 250, 275, 309, 325\, 350, 375, 400; 4%5, 450, 475, 509,

Y g Y Y

grupa 1 grupa 2 grupa 3 grupa 4 grupa 5

Se observa ca termenii primului sir, cu exceptia lui 0, pot fi grupati In grupe de céte patru termeni,
care au ultimele doua cifre 25, 50, 75, 00.

Al patrulea termen de la fiecare grupa se termind in 00 si numarul de sute de la acest termen este si
numarul grupei.

Deoarece 2009 =4[302 + 1, rezulta ca al 2009-lea termen din primul sir va fi al patrulea termen al
grupei 502, adica 50200.

¢) Fie n un numar natural. Dacd n = 0, atunci el este primul termen al sirului al doilea.
Pentru n U N* se observa ca numarul de forma 111...100, fiind multiplu de 100 este si multiplu de 25,
n cifre
deci se afla in primul sir ([J) n [J N*. Pe de alta parte, suma cifrelorsalevafil+1+1+ ...+ 1=n
S——Trtermeni—
(1) n O N*. Deci orice numadr natural este termen al sirului al doilea.
Relu Ciupea, Oltenita

Il.

a) A=4104 + 4134 + 41 =41[014 + 34 + 1) = 41149 = 2009.
b) Fie k numarul cerut. AR = 417°[K.

Pentru k =41, Al = 41°[7".

¢) abcil0,=¢=0

a este cifra nenula si patrat perfect, deci a LI{1, 4, 9}.
a=b+csic=0=a=bh.

Solutii: 110, 440, 990.

Eugen Predoiu, Calarasi



Il.

1 minut = 60 secunde

1 ora = 3600 secunde

1 zi = 243600 = 86400 secunde

1 an = 36586400 = 31536000 secunde sau 36686400 = 31622400 secunde. Ambele numere sunt mai

mici de 1000000000.
Presupunand ca elevul ar fi numarat fara intrerupere, dupa un an nu ar ajunge la un miliard.

G.M. 5-6/2008

IV.

Notam cu x numarul copiilor de 11 ani §i cu y numarul copiilor de 12 ani.

11x + 12y =200

11x =200 — 12y = par iar 11 este impar, deci x este numar par. Deoarece x + y este impar, deducem ca 'y
este numar impar. Din 4/12y si 4/200 rezulta 4/11x si, deoarece 11 nu e divizibil cu 4, deducem 4/x.
Daca x = 4k, k [0 N*,

= 44k + 12y =200 /:4

= 11k +3y =50

k=1=3y=39=y=13six=4

k=2 =3y=28;yUN

k=3=3y=17;y N

k=4 = 3y =6 = y = 2; dar 2 nu este numar impar.

Asadar sunt 4 copii de 11 ani.

Sorin Furtuna, Calarasi si Stelicd Pana, Chirnogi



Clasa a VI-a

.

a) b+ ¢ =78, deci b si c au aceeasi paritate.

Daca numerele prime b si ¢ sunt pare,b=c=2,b + ¢ =4 # 78; deducem ca b si ¢ sunt impare, deci b —c
este par. Dina+b—c=6 = a=6—(b—c)=par; a este prim si par, deci a = 2.
b-c=6-a=6-2=4.
Dinb-c=4sib+c=78seobtineb=c+4;,=>c+4+c=78=2c=74=c=37sib=41.

Eugenia Vlad, Calarasi

b) abaaba = aba000+ aba = aba 1000+ aba = aba [{1000+1) = aba 1001

Deci abaaba:1001.
G.M. 9/2008

Il

a) Fie n un numar care indeplineste conditiile problemei.
n=9c; + 8 n+1=9(c; +1) (n+1):9
n=8ct+t7 = |n+1=8(c;+1) = |(n+1):8.

Dar (8,9) =1, deci (n + 1):72.

1000 <n <2009 = 1001 <n+1<2010

723 <1001, 720014 = 1008, 7228 > 2010 si 7227 = 1944.

Rezulta can+ 10 {7204, 7205,..., 7227}, n O {7204 — 1, 72005 — 1,..., 7227 — 1}.
Multimea {72014 — 1, 72015 — 1,..., 7227 — 1} are 27 — 13 = 14 numere.

Gheorghe Fianu, Stefan cel Mare

b)

17x + 14y =3z=17x+ 17y =3y +3z= 17(x +y) =3(y + 2) = 17(x +y):3 si 3(y + 2): 17.
Din 17(x +y):35i(3;17)=1=> (x+y):3 = (x+y)=3a,a0N.

Din3(y +2):17si (3:17) =1 = (y +2): 17 = (y + 2) = 17b, b O N.

17x + 14y =3z = 20x + 14y =3x + 3z = 2(10x + 7y) = 3(x + z) = 3(x + 2): 2.

Deoarece (2;3) =1 = (x+2z):2 = (x+2z)=2c,c ON.

N =(x + y)(y + z)(z + x) = 3all7b2c = 102[abc, deci N: 102.

Luminita Bucuresteanu, Calarasi



.

a) In 12 ore, acul orar parcurge 360°, deci intr-o ori se va deplasa cu 360°:12 = 30°. De la ora 0 la ora 4
sunt 4 ore, carora le corespund 430° = 120°. Minutarul este Tn pozitia 0 si deci unghiul dintre orar si
minutar este de 120°.

b) 12 minute reprezintd o cincime dintr-o ora, deci de la ora 4 la ora 4 si 12 minute, orarul mai parcurge
inca 30°: 5= 6°; In total, sunt 126°.

In 60 de minute, minutarul parcurge 360°, deci cate 6° pentru fiecare minut. in 12 minute descrie un
unghi de 12[6° = 72°. Unghiul dintre orar i minutar are masura de 126° — 72° = 54°.

Sorin Furtuna, Calarasi

IV.

a) 2009 = 7°@1

Cel mai mic numir natural pétrat perfect divizibil cu 2009 este 7°@1% = 82339.

b) 2009 = 7°@1 = 7* [’ + 5%) = 7°@* + 7° 3> = 28* + 35%.

¢) a’(a® — b’) = 2009 = 7°[@1, deci produsul 7°@1 este divizibil cu a’.

Dar a este un numdr prim iar 41 nu poate fi divizibil cu a’. Obtinem ca 7*:a%, deci 7' a, de unde rezulta
cd a=7. Inlocuind pe a cu 7, se obtine 7(7* - b*) =7*31, 7 - b’ = 41, de unde b = 2.

Adriana Olaru si Stefan Florin Marcu, Calarasi



Clasa a VII-a

E

a) BM = MC si DM = ME = BDCE = paralelogram.

m(UDBM) = m(UDCM) = 30° = ABDC = isoscel = BD = CD, deci BDCE este romb.

b) AABD este dreptunghic si m(LJABD) =30° = BD =2AD = CD =2AD =

AC=AD + CD=3AD.

c) AABD = AMBD (IU) = AB = BM = AABM = isoscel; [BD este bisectoare = BD [J AM.
BDCE este romb, deci BD || CE, de unde se obtine CE [1 AM.

Adriana Olaru, Calarasi

2) 2] +4=3r = 2] =3x -4 =[] = 22

x—4

[)C]DZ;notam3 =k k07

3x-4=2k = 3x=2k+d = y= K4

_ o [o2k+4 . _2k+4-3k _4-k
O R

0<{<i=o<d k<1:0£4—k<&:kD&ﬁy@

_2[2+4 8
xl— -
3 3
_23+4 10
X2— -
3 3
24 +4 12
x3_—___
3 3

mw%%wslwlﬁ<mﬁmgﬁqm

Numerele prime cuprinse intre100si121sunt 101; 103; 107; 109; 113.

Numarul 109 are suma cifrelor 10.

Georgeta Cioboata, Calarasi



c)
atb-c<d (1
b+tc—-d<a (2
ctd-a<b 3
d+ta-b<c (4
Din (1)+(2)=a+2b-d<a+d =2b<2d > b<d ~
):>c—b+2dsb+c:>2ds2b:>dsb}:>b_d
+(4):>2a—c+d$c+d:2a$2c:>a£c _
Din (2)+(3) }:a_c

=~

= ABCD paralelogram.

=>b+2c-a<a+b=>2c<2a=>c<a

G.M. 10/2008

lll. a) Solutie:

Notam

X 2+y=k(y\/5+z)
X 2+y=ky\/§+kz
N2 k2 =kz -y
V2(x-ky)=lz - y.

Egalitateaareloc < x—ky=kz—y =0

x—hky=0=>x=ky=2=k(l)
y

kz-y=0=k=y=2=k(2)
zZ

Din()si Q)= 2 =2 = y=/xz
y oz
Aurelia Cataros si Adriana Constantin, Calarasi

b) Punem conditiile x # 0 iz # 0.

Se aduce la acelasi numitor si se obtine:

6y +5x+3xy=0=3xy+6y+5x+10=10=3p(x +2)+5(x+2)=10= By +5)(x+2)=10
By +50{x1,+2, £ 5, £10} si (x + 2)00{£1, £2, £ 5, £10}.

Solutii: (—12; -2), (3; 1), (-3; -5).

Florica si Lucian lonita, Calarasi



Iv.

A B

a) A ADE este isoscel > DE=DA=a = EC=>b-a.
Fie h =d(A; DE) =d(A; EC).

ABCE —trapez = 4= (AB+EC)h _ (26 -a)n
2 2

ADE — triunghi = 4= %[h _ah

2
M:m"z—hzzb—a:m:b:za.
b) MC OO0BC i BC || AD = AD OMC
MA OABsi AB || CD = CD O MA
= D este ortocentru in AMAC = MD O AC.
¢) Notaim NC n AB=1Lt.

AANL = ADNC (ULU) = LA = CD = AB = b,
[AF] este mediana 1n triunghiul dreptunghic LFB = AF = % =5, deci triunghiul ABF este isoscel.

Aurelia Cataros si Adriana Constantin, Calarasi



Clasa a VIII-a

l. a)
1 1 1 1 1

:ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ+"'+Jzoos ++/2007 +J2007 ++/2009 -
ﬁ—ﬁ+\/§—\/§+ﬁ—\/§+m+\/2007 -2005 +J2009—J2007 _

2 2 2

2 2
V3 =1 +405 =3 +4/7 =5 +... /2007 = /2005 +~/2009 — /2007 _ 2009 -1
2 2 '
42 43 2009 -1 44 V2009 -1
2

447 <2009 < 45% = 44 < /2009 <45 =43 <+/2009 -1 < 44 :7 > T<7:>21<

<22.
SO(21;22), decia =21,b=22.

-1 k—ldf(k"’l)*'l
< cx - ,(O)kON*
b) Se observa ca Bl k+1 k(-D)+1 ( )

Dam lui k valorile 2, 3, 4,..., 2008, 2009. Se obtin urmatoarele 2008 relatii:

23—1_2—IE;B+1
2241 2+1 20+1
33—1_3—153@”1
3 +1 3+1 32+1
43—1_4—1D4[$+1
43 +1 4+1 43+1

2008° -1 _ 2008 -1 20082009 +1
20083 +1 2008 +1 20082007 +1
2009° =1 _ 2009 -1 20092010 +1
20093 +1 2009+1 20092008 +1

Inmultind aceste relatii, obtinem:

23-1E; -1 43—1 E20083—15720093—1:1&& (007 2008

23 +1 3P +1 43+1 2008% +1 2009°+1 3 4 5 2009 2010
203+1 3@+1 45+1 . 20082009 +1 2009[2010+1 _ 12 2009[2010+1 _ 20092010 +1
20+1 3@2+1 43+1 20082007 +1 20092008 +1 2009 2010 20 +1 311005 (2009

Adriana Olaru , Calarasi



Il.

D’ C

A B
D
C

a)
A'A LI(ABC)
AM LIBD, cf. T3p= AM [IBD

AM, BD 0 (ABC)
Construim AP [J AM. Avem BD [l AM si BD [ A’M, deci BD O (A AM), de unde rezulta BD [] AP.
Din AP OBD si AP [1A'M rezulti AP [] (A BD), deci d (A; (ABD)) = AP =x.

alb alb
c—— c—
x:AP—AA DAM ﬂa2+b2 - [az +b2 _ abc .
AM O 2 Jazbz +12c2 + o242 x/a2b2+b2c2 +c2g?
2
C +[WJ aZ+b2
b)
242 2.2 2.2
i: :3[(ab+b0+ca):3[éi+i+ij
2 2 2b22 2 b2 62
2b2 +b262 +C’2612
3(1 jz 111)(111)2333_111222
B —t—+— S+ e o+ S+ S 2
x’ a a’ b a b ¢ a b ¢ a*> b ¢ ab be ca
1 2 1 1 2 1 1 2 1 [1 1)2 [1 1)2 (1 1]2_ 1 1.1 1.1 1_
—— e - -+ =0 = —— | |-+ -] =0 ———=——— = —— =
azbbbzbcczczcaa2 a b b ¢ c a a b b ¢ ¢ a

1.1 = a=b=c = ABCDA'B'C'D'este cub.
a b c

Gheorghe Fianu, Stefan cel Mare



I11.
a)
x=2a>0,y=2a>0.

2 2
(r=yf 20+ 220225 o< X4 ()

Xy y X
x<b ax < ab
= :>(ax—by)£0; (2)
y2a —by < —ab
xX2a bx = ab
= = (bx-ay)20; (3)
y<b —ay 2 -ab

Din (2)si (3)= (ax —by)dpx —ay)< 0

2 2 2 2
(ax—by)[ﬂbx—ay)so o ab(x2+y2)s xy(a2+b2) L P *h

Xy
o Xl by
y x b

Din (1) si (4) rezulta inegalitatea ceruta.

b)

FieAB=x, AC=y, AB,=a, AC,=b
BCIB/.C, = \/(x2 +y2)(a2 +b2)

ABIA B, +ACIAC, =ax+by

ab

Gheorghe Fianu, Stefan cel Mare

BCIB,C, 2 AB[A B, +ACIAC, = \/(x2 +y2)(a2 +b2) 2ax+by = (x2 +y2)(a2 +b2)2 (ax+by)2 o

o a’x*+b’x* +a’y? +b’y* + 2 a’x’ +2abxy + by’ < b’x* —2bxay+a’y’ 20 < (bx—ay)2 > 0.

Cristina Bornea, Calarasi



Iv.

SABC este piramida regulata.
MN este linie mijlocie Tn AABC = MN || AC.
SM si SN sunt apoteme ale piramidei, deci SM = SN.
O(SM, AC) = (SM, MN) = [JSMN.
ASMN este isoscel si m(LISMN) = 60°, deci ASMN este echilateral.
Notam SM = SN =MN =a. AB=BC=AC=2a.
2a+/3

2

In triunghiul dreptunghic SMC, SM =MC =a = SC = av2 = SA=SB=SC =a+/2
SM? +5A% =@ + (a2 =3a” = (s3] = AM2.

Conform reciprocei teoremei lui Pitagora, ASAM este dreptunghic, deci SA [J SM.

=av3

AM este indltime in triunghiul echilateral ABC = AM =

G.M. 11/2008



